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В работе представлен обзор подходов к моделированию в области оптики биотканей, 

в частности процессов флуоресценции. Рассмотрено несколько классов моделей, основанных 
на теории вероятностной миграции фотонов, теории Кубелки-Мунка, теории диффузионного 
приближения, комбинации различных аналитических методов, а также методе 
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В настоящее время доклинические и клинические исследования показывают, что 

применение методов диагностики, основанных на регистрации флуоресцентного излучения, 
может улучшить раннюю диагностику как рака, так и иных деструктивных процессов 
различных органов [1-3]. Интенсивно развиваются новые конструкции приборов и 
аналитические инструменты для анализа получаемой диагностической информации. Однако, 
по-прежнему требуются значительные улучшения технологии для ее крупномасштабного 
внедрения в клиническую практику. В частности, должны проводиться исследования 
факторов, сопутствующих флуоресцентным измерениям, разрабатываться новые подходы в 
анализе получаемых результатов [4-7]. 

В то время как эмпирический анализ позволяет различать пораженные ткани, во 
многих случаях с помощью него невозможно установить четкую связь между 
диагностическим заключением и лежащими в его основе биологическими процессами. 
Зарегистрированный спектр флуоресценции может быть проанализирован с целью 
определения спектральных вкладов составляющих компонентов для получения 
концентрации отдельных флуорофоров. Тем не менее, ткань представляет собой мутную 
среду, в которой флуоресценция зависит от многих факторов: концентрации флуорофоров, 
их локализации, рассеяния и поглощения других хромофоров, геометрии зонда 
возбуждения/сбора и др. Эти эффекты могут искажать форму спектра и регистрируемую 
интенсивность излучения. 

Например, при флуоресцентной спектроскопии двух образцов ткани с одинаковым 
составом и концентрацией флуорофоров, но с разным объемом крови будут 
регистрироваться существенно различающиеся спектры из-за поглощающих свойств 
гемоглобина. Без коррекции измерений точное определение концентрации флуорофора не 
может быть достигнуто. 

Различные экспериментальные подходы были использованы для уменьшения влияния 
рассеяния и поглощения различных хромофоров на измеренные спектры флуоресценции.  Но 
все они имеют ограничения в части особых условий проведения измерений. В качестве 
альтернативы для описания флуоресценции могут использоваться математические модели.  

Математическое описание характеристик поглощения и рассеяния света может быть 
проведено двумя способами – с помощью аналитической теории и с помощью теории 
переноса. Первая основывается на уравнениях Максвелла и является наиболее 
фундаментальным подходом. Однако его использование ограничено сложностью получения 
точных аналитических решений. С другой стороны, теория переноса в основном 
рассматривает перенос фотонов через поглощающие и рассеивающие среды, не основываясь 
на уравнениях Максвелла. Она имеет эвристический характер и ей не хватает строгости 
аналитических теорий. Тем не менее, теория переноса широко используется для описания 
взаимодействий оптического излучения с тканью, и экспериментально подтверждено, что во 
многих случаях ее прогнозы являются достаточными [8, 9]. 
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Уравнение переноса является интегрально-дифференциальным уравнением лучевой 
интенсивности и записывается следующим образом: 
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где      sat    – полный коэффициент затухания; 

a  – коэффициент поглощения, [м-1]; 

s  – коэффициент рассеяния, [м-1]; 
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d  – элемент телесного угла вдоль направления единичного вектора ŝ . 
Главная проблема, с которой имеет дело теория переноса, определение диффузной 

составляющей лучевой интенсивности, так как рассеяние фотонов носит случайных 
характер. Поэтому применяются различные приближения, в соответствии с которыми 
доминирующим процессом ослабления света является либо поглощение, либо рассеяние. 

Несколько классов приближений были предложены в течение последних 30 лет, в том 
числе аналитические модели, основанные на теории вероятностной миграции фотонов, 
теории Кубелки-Мунка, теории диффузионного приближения, а также комбинации 
различных аналитических методов. Аналитические модели имеют преимущество 
обеспечения относительно простых формы решения. Однако часто требует определенных 
граничных условий. Также были использованы различные модификации метода Монте-
Карло. Этот подход имеет то преимущество, что способен учитывать произвольную 
геометрию измерительного зонда, сложную структуру ткани. Вместе с тем этот метод 
требует относительно высокой вычислительной мощности. Рассмотрим каждый из подходов 
более подробно. 

Теория миграции фотонов представляет собой подход, основанный на модели, 
которая использует функции распределения для описания взаимодействия фотонов в мутных 
средах [10, 11]. Этот метод моделирования рассматривает фотоны как частицы, которые 
испытывают акты поглощения, рассеяния или флуоресцентного взаимодействия. Этот метод 
отличается от метода Монте-Карло тем, что отдельные пути каждого фотона не 
моделируются и не записываются. Одним из существенных преимуществ данной модели 
является то, что она может обеспечить сравнительно простые аналитические выражения для 
рассеяния, поглощения и эффектов анизотропии. Первоначальное применение в 
биомедицинской оптике данной модели было в области спектроскопии диффузного 
отражения [12]. Используя эту модель, оптические свойства, μs и μa, можно легко рассчитать 
на основе измерений отражательной способности. Ву и др. расширил эту модель для 
описания флуоресценции в видимом диапазоне длин волн, где поглощение гемоглобина и 
воды не имеет существенного влияния (> 500 нм) [13]. Эта модель впоследствии была 
модифицирована для широкого диапазона длин волн излучения: 370-700 нм [14, 15]. Путем 
измерения диффузного отражения и флуоресценции ткани, «чистая» флуоресценции может 
быть извлечена с помощью этой модели. Этот подход может дать представление, например, 
о биохимических изменениях, происходящих в процессе злокачественной пролиферации. 

Данная модель для описания флуоресценции ограничена тем, что она основывается на 
предположении, что флуоресценция и диффузное отражение имеют схожие пути фотонов 
[15]. Это предположение может не выполняться, когда поглощение значительно выше, чем 
рассеяние (μa >> μs). Модель также может иметь ограничения, когда флуорофоры в 
измеряемой среды способствуют высокой степени рассеяния и поглощения (например, 
родамин, триптофан). Дополнительным ограничением является то, что данные модели 
рассматривают случай однослойной гомогенной среды. 

Мюллер и др. экспериментально проверили эту модель на образцах ткани ротовой 
полости [15, 16]. На рисунке 1 показаны матрицы возбуждения-эмиссии флуоресценции 
измеренных образцов. На рисунке 1, a виден пик поглощения гемоглобина в области 420 нм. 
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I(x) и J(x) можно записать две связанные системы линейных дифференциальных уравнений 
1-го порядка [21, 23]: 
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где  β1 и β2 – коэффициент ослабления и коэффициент обратного рассеяния излучения 
соответственно.  

В зависимости от конкретного решения могут представлять собой функции различной 
сложности. 

Через функцию F(x), описывающую формирование излучения флуоресценции внутри 
среды, осуществляется связь между системами уравнений (2) и (3): 

 ,))()(
2

1
)( 0 afxjxixF                                                (4) 

где  μaf – коэффициент поглощения исходного излучения флуорофором;  
φ – квантовый выход флуоресценции. 
В целом эта теория не требует сложных алгебраических операций и, как было 

показано, дает сравнительно хорошее согласие с экспериментом. Недостатки же этих 
методов заключаются в том, что некоторые коэффициенты приходится подбирать 
эмпирически, границы применимости недостаточно хорошо установлены и нет полного 
теоретического обоснования. Другим неудобством теории Кубелки-Мунка является то, что 
она может быть применена только для одномерной геометрии системы. 

Диффузионное приближение предполагает, что диффузная интенсивность встречает 
много частиц и рассеивается на них почти равномерно во всех направлениях, поэтому ее 
угловое распределение почти изотропно [27]. Но угловая зависимость не может сводиться к 
константе, так как поток при этом обращается в нуль и распространение мощности 
отсутствует. Поэтому диффузная компонента интенсивности должна быть немного больше 
для направления полного потока, чем для обратного направления. 

В средах, где рассеяние преобладает над поглощением, распространение света может 
быть описано с использованием уравнения диффузии. Это приближения, как правило, 
удовлетворяет случаю распространения света в тканях человека в видимом и ИК диапазоне.  

Биоткани рассеивают свет преимущественно в направлении вперед. В результате 
диффузионное приближение не всегда является хорошей аппроксимацией теории переноса 
излучения вблизи источников или границ. Улучшением ситуации является включение δ-
функции в определение фазовой функции [28]. Это представление названо приближением δ-
Эддингтона. Приближение δ-Эддингтона уменьшает степень направленности рассеяния. 
Интенсивность становится менее анизотропной, что приводит к улучшению ситуации вблизи 
границ и источников. 

Аналитические решения уравнения диффузии были использованы для описания 
распространения флуоресценции тканях груди [29, 30]. Нэйр и др. и Хайд и др. использовали 
парные измерения отражения и флуоресценции для извлечения истинной флуоресценции из 
ткани. Нэйр и др. анализировали характерные спектры флуоресценции на радиальных 
расстояниях от источника, в то время как Хайдом и др. были проанализированы 
концентрации флуорофора в зависимости от глубины в слоистой ткани. Важно отметить, что 
эти краевые задачи сильно зависят от геометрии системы освещения/сбора. 

Часто в эпителиальных тканях может быть необходимо учитывать дифференциальные 
биохимические и морфологические изменения, происходящие в каждом слое с целью 
выяснения диагностической информации. Были разработаны двухслойные модели на основе 
теории диффузии, но сравнительно слабое рассеяние тонкого эпителиального слоя 
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Таблица 1 – Сравнение различных методов ускорения МК моделирования 

Метод 
Ускорение по 
отношению к 

стандартному MК 

Относительная 
погрешность Преимущества Ограничения 

Scaling Monte 
Carlo 

~200 [38] Меньше чем 4% 
[38] 

Не использует 
приближения, 
точен, имеет 
высокую скорость.

Применим только к 
моделям слоистых 
тканей. 

Perturbation 
Monte Carlo 

~1300 [39] Может быть 
меньше 4% в 
зависимости от 
величины 
возмущения [39]

Применим к 
тканям со 
сложными 
структурами. 

Чувствителен к 
искажениям в 
рассеивающих 
свойствах. 

Hybrid Monte 
Carlo 

~300 [40] Около 5% [40] Имеет больший 
допустимый 
диапазон, чем 
PMC. 

Относительно сложное 
вычисление. 
Конкретный регион 
должен быть 
однородным. 

Variance 
reduction 

~300 [41, 42] Около 5% [41, 42] Имеет множество 
доступных 
вариантов. 

Ограничения 
варьируются в 
зависимости от 
конкретного метода.

Примечание: Методы на основе GPU не были перечислены в этой таблице, так как все перечисленные в 
таблице методы могут быть дополнительно ускорены с использованием GPU. 

 

По сравнению с диффузным отражением, моделирование флуоресценции является 
более сложным и гораздо более времязатратным процессом за счет генерации фотонов 
флуоресценции при каждом событии поглощения фотона возбуждения. Ряд групп [43-50] 
использовали MК моделирование для имитации флуоресценции в тканях из-за растущего 
интереса к флуоресцентной спектроскопии и визуализации для медицинских приложений. 
Как следствие, некоторые группы исследовали различные методы для ускорения MК 
моделирования флуоресценции в биологических тканях. Свартлинг и др. [51] предложил 
метод для ускорения моделирование спектров флуоресценции слоистых тканей. В отличие от 
обычного флуоресцентного MК кода, этот метод вычисляет возбуждение и испускание света 
по отдельности. Метод Свартлинга был использован Палмером и др. [46] для создания MК 
базы данных для оценки флуоресцентных свойства модели ткани молочной железы. 

Последние достижения в области компьютерного моделирования являются важным 
инструментом изучения биологических основ наблюдаемых сигналов во флуоресцентных 
исследованиях. Они способствуют более качественной идентификации важных 
флуорофоров, присутствующих в конкретных тканях. В зависимости от задачи и 
ограничений исследователь сам может выбирать необходимый инструмент моделирования и 
прибегнуть либо к аналитическому подходу, либо использовать модели на основе метода 
Монте-Карло. 

Флуоресцентные измерения занимают важный сегмент биомедицинской оптики и 
более крупной области медицинской диагностики. Преимущество данных методов 
заключается в возможности определения биохимического состава тканей человека, что 
невозможно при использовании наиболее распространенных методов получения 
медицинских изображений, таких как компьютерная и магнитно-резонансная томография. 
Дальнейшие исследования и интенсивные клинические испытания могут позволить сделать 
флуоресцентные измерения стандартным клиническим инструментом для медицинской 
диагностики. 

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации для государственной 
поддержки молодых российских ученых – кандидатов наук № МК-7168.2016.8. 
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ANALYTICAL REVIEW OF APPROACHES TO MATHEMATICAL 

MODELING OF BIOLOGICAL TISSUE FLUORESCENCE 
 

The paper provides an overview of modeling approaches in the field of optics of biological 
tissues, in particular fluorescence processes. It was considered several classes of models based on the 
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theory of probability of migration of photons, Kubelka-Munk theory, the theory of diffusion 
approximation, a combination of different analytical methods, as well as the method of probabilistic 
Monte Carlo simulation. Were analyzed their advantages and disadvantages. 

Keywords: optical non-invasive diagnosis, fluorescence spectroscopy, modeling, photon 
migration, Kubelka-Munk theory, diffusion approximation, Monte Carlo method. 
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